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CIRCUNFERENCIA TRIGONOMETRICA
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Definicion:

S Es aquella circunferencia cuyo centro coincide con el origen del sistema
“% - |cartesiano y la longitud de su radio es igual a la unidad del sistema.
% Se denomina también circunferencia unitaria.
B Iy ’
g X2 +y?= 1<T b M Elementos:
K | A(1;0): origen de arcos.
% { My N: extremos de arco
| /
o \ = O A4 X-— B(0; 1): origen de complementos de arcos.
(% A'(—1; 0): origen de suplementos de arcos.
o CT. A B'(0; —1): no tiene un nombre particular.
—
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Razones trigonometricas de numeros reales

dicha razén trigonomeétrica se encuentre definida.
.

Las razones trigonométricas de un numero real 6 son iguales a las
razones trigonométricas de un angulo de medida 6rad; siempre que

En la circunferencia trigonométrica mostrada:

J

RT(6) = RT(Orad) ]

*+ sen(2) = sen(2rad)

A * cos(3) = cos(3rad)

+tan (") = an ()
vB’

0 Wlgooaonn@tria

De esta manera, por ejemplo:
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Ubicacion de numeros reales en la circunferencia trigonométrica

‘| Para ubicar numeros reales en la circunferencia trigonométrica (C.T) se dibuja
una recta numerica tangente a la C.T en el origen de arcos A y luego se

\§ procede a “envolver” esta recta numeérica a la C.T como se muestra en la
% \figura adjunta: )
S §
9 2~
2| V5
% — %X
E O A
0\ >

\ B’

\4
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j [Ubicaciones importantes en la circunferencia trigonométrica:}

|. Arcos expresados en grados sexagesimales: Il. NUmeros enteros:

\@ | Las referencias mas importantes son: Las referencias mas importantes son:
&5 Y
A
3 w2 157
S 2 1
S 3
% | 3,14-(%1‘[ 0 > X
2t~
oS M= 6,28
S 6
o
6. )
3nt/2|~ 4,71
Y

%
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Ill. Arcos cuadrantales y sus coterminales:

En la circunferencia trigonométrica mostrada:

< X
S B Los arcos con extremos en: (V k € Z)
& B —
% A: 2km
- km

§ | A" 2k + DT
S 4 &
S A 2 T

o (Zk+1) 7
% B': (41{ + 3) E
S -
S , -
N B
0 V

UNIVERSIDAD NACIONAL DE INGENIERIA - Centro de Estudios Preuniversitarios CICLO: PREUNIVERSITARIO 2024-|



/

/

' LINEAS TRIGONOMETRICAS
4 C . .

Definicion:
Son segmentos dirigidos que representan los valores numéricos de las

razones trigonométricas de un angulo o de un numero real, siempre que
la razon trigonomeétrica se encuentre definida.

Cada razoén trigonomeétrica tiene su propia linea trigonometrica, asi que
debemos estudiar seis lineas trigonométricas.

~

Estas lineas trigonomeétricas se asociaran a las coordenadas de un
punto, el cual se determinara por la forma particular en que se define

cada linea.
\_ J

0O Wlgoracra@tria
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Linea trigonométrica seno

Es el segmento dirigido desde la proyeccion del extremo del arco
considerado sobre el eje de abscisas, hacia dicho extremo.

. J

En la circunferencia trigonométrica mostrada:

Para el angulo candnico que mide Orad:

norst) =L [csn@ =y ]
sen(0)

PM: segmento dirigido desde P hacia M.

PM: representa sen(0)

[ Consideracion:

Para todo 6 € R:sen(0) se encuentra definido

0 Wbgooaonn@tria

. J
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Observe los segmentos dirigidos asociados al seno de cada arco:

BAY AY

/(m)
AI
<€

O

71Sen B

m
A\
><

vB'

PM = sen(a)

[PM = sen(a) ] [PM = sen(f3) J

© Wgoronetrian ‘€
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Después de proyectar el extremo del arco sobre el eje de abscisas, el segmento
orientado, definido desde el pie de la proyeccion al extremo del arco, es la linea
trigonomeétrica seno de dicho arco.

. .

/ N
\§ T\ >y (A ’/
é ﬁU/ i en(w)
@ ' B VB’
4 =y [
r |
K \
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/' Variacion de la linea trigonométrica seno:

En el recorrido [0; 27t]: 0<0< g -0 <sen(®) < 1

U
&
> \7.
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g re:
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S
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<0<m=>0<sen(®) <1

S A 3m 3m
% /~ N Podemos observar que:
1 r VOBER:—1<sen(B) <1 1
% | 0 VO ER:0<sen?) <1
> X
Esto significa que:
Qg | - rg g o
 \ V0 € R: (sen(@))méximo =1
12, s | v 0 e R: (sen(9)) _
YB L -(sen minimo )
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Arcos notables y sus Y1
arcos asociados:

NS
S Y[ 9/4<Y 4 N D /6
“é, EEC gl -
2 2
% (A’ 1E E E; 0 Ei o r AZ(
2 2 7 -
AR al f
E T/6 & T P 117/6
S [TH'G """ """"""""""""""" 7m/4 \izn_e}
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PROBLEMA 01 )

 PROBLEMA 02 )

’ Seniale verdadero (V) o falso (F),

0 Wigooacnn@trin

segun corresponda en cada caso:

[.sen(129°) > sen(59°)
II. sen(244°) > sen(320°)

[1I. |sen(305°)| < [sen(265°)|

A) VFV B) VFF
C) VVF D) FFV
E) FVF
[ CLAVE; D ]
Q y

Ordene de mayor a menor:
sen (1), sen (2), sen (3) y sen (4)

A) sen (4), sen (3), sen (2), sen (1)
B) sen (3), sen (2), sen (1), sen (4)
C) sen (1), sen (2), sen (3), sen (4)
D) sen (2), sen (1), sen (4), sen (3)

E) sen (2),sen (1),sen (3),sen (4)

[ CLAVE: E ]/

\_
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PROBLEMA 03 )

Sit<x;<Xx,< 37“ Indique si es
verdadero (V) o falso (F) las

siguientes proposiciones en el
orden indicado.

. sen (x,) <sen (x,)
[I. |sen (x| < |sen(x,)|

[II. sen (—x,) <sen (-Xx,)

A)FVF  B)FFF  C)VFV

(PROBLEMA 04 (PC_02 2023 -1) A

€) Trbgoracro@tria

\D) FFV  E) FWV Y

[ CLAVE: E ]

Reduzca la expresion

|sen(4) + sen(2)| — |sen(4) — sen(2)]

A) sen(2) B) 2sen(2)
C) sen(4)
D) 2sen(4) E)O
- J
| CLAVE: D |

UNIVERSIDAD NACIONAL DE INGENIERIA - Centro de Estudios Preuniversitarios
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, /PROBLEMA 05 )

En la figura se muestra una circunferencia trigonomeétrica. Exprese MN
en términos de a. &)

A) 3sen(a) B

B) 1,5sen(a)

C) 0,75sen(«) A . s
X

D) 2sen(a) \ < /

E) O,ZSSGH(O() B’ [ CLAVE: B ]

- ’ J

Sip,
N &J
V4 S TR
4 A
x| o
> )
4’4( u“\\'\‘\’\
VTt
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( PROBLEMA 06 \

/| En la circunferencia trigonométrica mostrada, exprese el area de la regién

S | cuadrangular AMA'B en términos de 6. %
<~ |/ A

&S |/ B

% | A) 0,5(1 + sen(0))

g B) B) 0,5(1 — sen(8))

S| A

% | C) 1 + sen(0) < . 1> X

S D) 1—sen(®

S ) (©)

> 2(1 0 . 6

O \ E) 2(1 —sen(8)) 5 CLAVE: D |

\4

/
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PROBLEMA 07 ) /PROBLEMA 08 )

Dada la igualdad . _pb+t1  p-2
54 1 Sisen(a) = > + S dque

sen(0) = 3 2n valores puede tomar el parametro

' 12C1A 37T
Determine la variacidon de n. p para que o € <n; 7>7

A) [1;3] B)[—2;4] C)[—4;2]

D)[-2;2]  E)[0;4] .M0<p<§

B) —1<p<1

1
C)—1<p<g

| CLAVE:B | D)O<p<% | CLAVE:C |
E) —1<P<0

AN J
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( )
PROBLEMA 09
1
Sif e [n 411 determine la variacion de > :
2sen<(0)+1 [ CLAVE: B ]
1
-1 B)[5;1] Ol-1;2]  D)[23] B)|Z;2 |
U
" PROBLEMA 10 A
Determine la variacion de la expresion k definida por:
_ sen(6) (sen(0) +1) +2 [ CLAVE: E ]
~ sen(0) (sen(®) + 1) + 1
Dar como respuesta la diferencia de su maximo y minimo valor.
A) —2/3 B) —1/3 C)1/3 D) 2/3 E) 1 )

UNIVERSIDAD NACIONAL DE INGENIERIA - Centro de Estudios Preuniversitarios

CICLO: PREUNIVERSITARIO 2024-|



A

)

-
Zz
=

=

c) =

< S
’,,,4 Qﬁ*
1576

Linea trigonometrica coseno

Es el segmento dirigido desde la proyeccion del extremo del arco
considerado sobre el eje de ordenadas, hacia dicho extremo.

O Wgoracnn@tria

En la circunferencia trigonométrica mostrada:

Para el angulo candnico que mide Orad:

lcos(Qradz = ; { cos(B) = x }
cos(0)

>X @: segmento dirigido desde Q hacia M

QM: representa cos(0)

7~

Consideracion:

.

Para todo 6 € R: cos(0) se encuentra definido

UNIVERSIDAD NACIONAL DE INGENIERIA - Centro de Estudios Preuniversitarios
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Observe los segmentos dirigidos asociados al coseno de cada arco:

AY

B
N
J A)X
1B

QM = cos(B)

| MQ = —cos(P) |

O Tbgooaco@tria
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AY
B

£

A

H

A X 0

Q Q
/ o ;
vB vB

é )
Después de proyectar el extremo del arco sobre el eje de ordenadas, el

segmento orientado, definido desde el pie de la proyeccién al extremo del arco,

. | eslalinea trigonométrica coseno de dicho arco.
LA J

% |
g |
°(§
@ \
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/' Variacion de la linea trigonométrica coseno:

En el recorrido [0; 27t]: 0<6< g - 0 < cos(8) <1

<0<nm=>-1<cos(0) <0

% | //‘\\ Podemos observar que:
/ \ r Ve R —1<cos(0) <1 1
| ¢ VOER:0<cos?(0) <1
é ( A’ _1 ()' 1 > A : L J
o \ \ /> Esto significa que:
& 7 r V0 € R: (cos(@)) =1 1
@ . ' maximo )
0 BI e )
v & vV 0 € R: (cos(e))minimo =—-1 J
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" Arcos notables y sus Y1
arcos asociados:

0 Wigonuoraetria
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PROBLEMA 11 (Problema 109 del material de estudio)

De los siguientes valores cos(10°), cos(50°), cos(140°), cos(240°) y cos(300°)

marque la alternativa del menor valor. [ CLAVE: C ]

A) cos(10°) B) cos(50°) C) cos(140°) D) cos(240°) E) cos(300°)
- y,

[PROBLEMA 12 h

Indique el valor de verdad en las siguientes proposiciones:
e Si g < X1 <Xy <T = cos(xy) > cos(xq)

e Si0<x;< g = sen(x;) < cos(xq)

e Si —g < X1 <Xy <0 = cos(xy) < cos(xq) {CLAVE; B]

O UPbg@0a000@ERIE

| A)VFV B) FVF C) FFV D) VVV E) FFF
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( PROBLEMA 13 (PRIMER EXAMEN PARCIAL CEPRE UNI 2016-2) \

En el circulo trigonométrico del grafico, calcule AB en términos de a.

Y A
A) 1+ sen(a)
B) 1 + cos(a)
B
C) tan(a) + cot(a) 0 X
A
D) 1 — sen(a)
2) 1l = cos(@) ! [ CLAVE: B | )

Sip,
& D)
’ & TR
5 e
= o
> Y
2
s uv“\\t‘
CEETED>

UNIVERSIDAD NACIONAL DE INGENIERIA - Centro de Estudios Preuniversitarios
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ﬁ?ROBLEMA 14 (Pregunta 89 del material de estudio) \

En la circunferencia trigonométrica mostrada, determine el equivalente de

V2(PQ — MN) en términos de a. Ty

A) 1+ sen(a) + cos(a)

B) 1 —sen(a) — cos(a)

C) 1+ 3sen(a) + 3cos(a)

D) 1 — 3sen(a) — 3cos(a)

E) 1 —sen(a) — 3cos(a)

.

\

!

b\

| \ /
‘l
\
‘\
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| ( PROBLEMA 15 A / PROBLEMA 16 )
Determine los valores entre los H wn ol e G <7T3—ﬂ>
@ ~ | cuales varia n, para que se cumpla "2
= f que determine la variacién de m, si se
S ) 2n? — 13 cumple que
% | cos(B) = = 4m 4 1
cos(0) = —
o | w23
% (P A)’ 1 1] B) (—2;°
% | C) C)(—1;5) "4 "4
< et ol oled
S
IS D) [=3;=1] U [1; 3] =1 1)
22, Ccavep) ‘e

\\ J Y
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/' ( PROBLEMA 17 R
@ Determine la variacion de la expresion k definida por:
= _ T ™ _1). _nr [CLAVE; D]
g | k—cos(29+3)(cos(29+3) 1),66[ 33
% Dar como respuesta la suma del maximo y minimo valor que puede
§ tomar.
O A) — 0,25 B) 0,25 C) 0,50 D) 1,75 E) 2,25
8 N\ J
§
=)
N
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Consideracion:

Las coordenadas del extremo M de un arco 6 en una circunferencia
trigonomeétrica, dibujado a partir del origen de arcos A; siempre es de la
forma (cos(0) ; sen(0)); cualquiera sea la ubicacion de dicho extremo.

.

En la circunferencia trigonométrica mostrada:

M (cos(a) ; sen(a))

sen(a)f1-""" o (COS(B) ; sen(B))M _________
& - &t
A e A OWS(B) 0] A X
VB’ B

0 UPbg@0a000@ERIE
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/"PROBLEMA 18 N\

| En la circunferencia trigonometrica mostrada, mAB’P = a y R es punto medio
. | de ON. Determine la abscisa del punto Q en términos a.
\§ Y
S 3 cos(a) . cos(a)
% 1 — 2sen(a) 1 — sen(a)
% | 0 cos(a) Q
% 1 — cos(a)
E sen(a) cos(a)
h 1+ cos(a) 1+ sen(a)
@ { CLAVE: A ]

\
\
\l
\
3§
Al
[\ \ /
b\
A\
\
\
\
\A
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/PROBLEMA 19 (PC 2 CEPRE UNI 2023 I1) I

En la circunferencia trigonomeétrica mostrada, la medida del arco AP es 0. Si S
(en u?) es el area de la region triangular PCB’ en términos de 6, determine
4S - 1, siendo C punto medio de OA. Ya

2 U

2
(Pmpre:
> =

S
A RIS
I-*( ‘o“\\ .;Q
ZEETES>

A) —cos(6) + sen(0)

B) —2cos(0) + sen(0)

C) —cos(8) + 2sen(0)
D) 2cos(6) + sen(0)

E) cos(0) + 2sen(0)

L\
\
\l
\
A
A
| \ /
\
\
\
\
L\
\A
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/' /PROBLEMA 20 ( 1ER EXAMEN PARCIAL UNI 2015-2)

En la figura, calcule el valor de sen(a) — cos(a)

L\

\g ‘ A) —1/5 L:y+2x+1=0 Y

é B) 1/5

9 C) 3/5 X

&

% ‘ D) 7/5

o>

5 E) 8/5

N

33, | CLAVE: D |

/
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/ PROBLEMA 21 I

En la circunferencia trigopnométrica mostrada, exprese el area de la regién
triangular A'TB en términos de 6.

1 —sen(6) + cos(6) Y,
2

1 —sen(B) — cos(0)
2

sen(0) — cos(0) NV«
2 o X

cos(0) — sen(0) P
2 0

B 1 + sen(6) + cos(06) [ CLAVE: E ]

5\
.‘)l
\
\
b\
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Linea trigonomeétrica tangente

Es el segmento dirigido desde el origen de arcos A, al punto de
interseccion de la recta tangente a la CT en dicho punto y la
prolongacion del radio que pasa por el extremo del arco considerado.

\. J

En la circunferencia trigonométrica mostrada:

AY . e y — 0 - X
Bl ¢ Sabemos que: \tan(?rad)J =Mt =T = 7
tan(0)
[ tan(B) =y J

AT: segmento dirigido desde A hacia Q.

AT: representa tan(0)

@ Wbgooacnn@trin
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Observacion:

Para los arcos cuyo extremo coincida con B o B’, es decir para arcos
coterminales con m/2 y 3n/2; la razdn trigonométrica tangente no

\g _esta def:lnlda. )
é BAY (Consideracién: A
@ } Para los arcos de la forma {(Zk + 1)%; k € Z},
KI la tangente no esta definida.

% | 4 Paratodo 6 € R — {(Zk + 1)%; k € Z},tan(e)
S | si esta definida.

S \ - Y
Q' ’

UNIVERSIDAD NACIONAL DE INGENIERIA - Centro de Estudios Preuniversitarios
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Observe los segmentos dirigidos asociados a la tangente de cada arco:

AY &T(l; tan(a))

B
A’K ,//
< a
!
7

AT = tan(a)

[AT = tan(a) J

© Tigocoxetria €
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AY

A X

-
2 !
(1)

—M T (1; tan(w))

vB
[AT = tan(p) J [ TA = —tan(w) ]

( )
El segmento orientado, definido desde el origen de arcos al punto de interseccién de la

prolongacién del radio y la recta tangente a la CT, es la linea trigonométrica tangente
 del arco considerado.

@) Wbgooacnn@tria

J
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/ Variacion de la linea trigonomeétrica tangente:

. ] . T
En el I‘eCOI'I'IfO [O; 2] 0<0< g = 0 < tan(0) < +o > <B<m=>-o<tan(®) <0

\@ B 1 3T 31T
g \ nS9<7=>OStan(8)<+oo 7<6S2n:>—oo<tan(G)SO
% ‘ Podemos observar que:
| “
§ 2k + 1m
@ 0 VOER— > i KEZp:—o0 < tan(0) < +oo
> X J
S A (2k + 1) A
0
% VGEIR—{ > ;kEZ}:tanz(G)ZO
& Esto significa que:
\ ( 2k + 1)m h
@ VOER — —— ke
‘ _tan(6) no tiene maximo ni minimo )
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GROBLEMA 22 (PRIMER EXAMEN )
PARCIAL CEPRE UNI 2019-1)

Indigue la secuencia correcta
después de determinar si la
proposicion es verdadera (V) o
falsa (F):

[ sen(10°) > sen(80°)
[ cos(10°) > cos(80°)
[II. tan(10°) > tan(80°)

A) FFF
D) FVV

B) FFV
E) FVF

C) VVV

[ CLAVE: E ]

 PROBLEMA 23 )

\!
b\
\
\
\
\!
\
| \ /
\
u\‘

Senale verdadero (V) o falso (F),
segun corresponda en cada
caso

L. tan(\/g) > tan(2,9)
II. tan(22/21) > tan(0,5)

[1l. tan <\/§ " ﬁ) < tan(0.5)

A) VFV B) VFF

C) VVF D) FFF

E) FFV [ CLAVE; D ]
\_ —/
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(PROBLEMA 24 (EXAMEN DE ADMISION UNI 2022 - i) )

Indique la alternativa correcta, después de determinar si la proposicion es

verdadera (V) o falsa (F) en cada uno de los siguientes enunciados:

[. sen(160°) < sen(70°) < sen(50°)
[I. sen(1l) < sen(2) < sen(3)

I11. .tan(sen(Z)) > tan(sen(l)) > tan(sen(3)) [ CLAVE: B]

A) FFF B) FFV C) VVV D) FVV E) FVF

o UPbg@0a000@ERIE
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ﬁOBLEMA 25 \

En la figura se muestra una circunferencia trigonomeétrica, exprese el area de
la region triangular PA'T en términos de 6.

AY

“g T -
% A) 0,5tan(0)
g | B) O,S(COS(G) +tan(6))
8 | C) 0,5(sen(B) + cos(6) + 1) >

A x
% ‘l D) —0,5tan(0) 0
N E) —0,5((:05(6) + tan(@)) P
42, 0 | CLAVE: A

\\_ Y
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/PROBLEMA 26 )

" | En el circulo trigonométrico mostrado, mgp = 60, calcule el area de la region
~ | sombreada. A

\@ !

S '

&S |

% | 0,5tan(0) = 2tan(0) P

§ 1 — tan(0) ) 1 —tan(0)

@ | 0,5tan(0) ] 1 X,

8 tan(0) — 1 2 A

% 3tan(6 tan(0 Q

9 © ) _@n®

=) tan(0) + 1 1 4+ tan(0)

N

22 _ [cLavE: C | y

UNIVERSIDAD NACIONAL DE INGENIERIA - Centro de Estudios Preuniversitarios CICLO: PREUNIVERSITARIO 2024-|




PROBLEMA 27 A
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Sabiendo que 0 € (m/2;m) y ademds —v3 <tan(f) <-—-1. ;Cual de las

\@ siguientes relaciones es correcta?
S/
%3 " |A)0 <sen(®) <V3/2 B)—+v2/2<cos(8) <—V3/2 C)V2/2 <sen(8) <+3/2
| D)—1<cos(0)<1/2 E)—-1/2<sen(B0)<1/2
) (0)<1/2  E)=1/2<sen(6) <1/ “aaveic)
@ | \ )
) (PROBLEMA 28 A
% , 61T T
| Sea la expresion: W = \/§tan (— + x>; —<x<T
E 6 2
NS Al determinar la variacion numérica de W se obtiene {a; b), calcule 3b — 2a.
@ | A5 B) 7 C)9 D) 11 E) 13
| | CLAVE: C |

J
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%
‘{}jf PROBLEMA 29 (Problema 128 del material de estudio) R
Se verifica que |a| < %, determine los valores de k a partir de la igualdad
\@ k—5
% — T4 V3tan(a) [ CLAVE: E ]
S LA B)[5:25]  C)[6;24] D) [7; 28] E) [8;26]
% ' (PROBLEMA 30 h
| 2—cos2(0
% Si —/2 < tan(B) < 1, determine la variaciéon de COSZ( ) [CLAVE: A]
S 1+cos?4(0)
S
15 3 1 3 15 19
O \ 4 |33] B) 551 053 D) [5:3 E) [5:3]
L\ y,
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